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P-valuacie

Jakub Krivosik

Abstrakt

p-valudcie st nastroj, pomocou ktorého méZzeme skiimat problém lokélne pre kazdé
prvocislo p, ukazuje sa, Ze ked pozname tito lokalnu analyzu pre kazdé prvocislo p, tak
moZeme spitne vydedukovat nejaké globdlne vlastnosti. V tejto predniske sa pozrieme
ako pracovat s p-valudciami a taktieZ aj na nejaké pokrocilé vety o nich.

Definicia 1. Pre prvocislo p a celé ¢islo n oznacime p-valuaciu ¢isla n ako vp(n) = k,
pricom p* | n, ale p*+1 { n.

Mozeme si z definicie vSimnut, ze n = 0, prave vtedy ked' pre vSetky p je v(n) = co.
Tvrdenie 1. Nech p je prvocislo a a,b € Z, potom:

* vp(ab) = vp(a) + vp(b).

o vp(§) = vpla) — vp(b).

o vp(a=£b) > min(vy(a),vy(b)), pricom rovnost nastiva ak vy(a) # vp(b).
Cvicenie 1. Néjdite také prirodzené a, b, ze plati v,(a + b) > max(v,(a), vp(D)).
Tvrdenie 2. Nech a,b € Z, potom:

e a="b prdve vtedy ked vy(a) = v,(b) pre vsetky prvocisla p.

o a|b prdave vtedy ked vp(a) < v,(b) pre vsetky prvocisla p.

o a je b-ta mocnina prdve vtedy ked b | v,(a) pre vetky prvocisia p.

Cvicenie 2. Rozmyslite si, ¢ si a,b jednoznaéne uréené, ak pozndme ged(a,b) a
nsn(a, b).

Cvicéenie 3. Rozmyslite si, ze p-valudcie sa daju prirodzene rozsirit na funkciu v, : Q —
7, pricom si zachovavaju vsetky vyssie spomenuté vlastnosti.

Cvigenie 4. Kolko nulami sa kon&i 2026!7?
Cvicenie 5. Dokézte, 7e ak a’ | b¢ a a® | ¢, potom a? | be.
Cvi€enie 6. Dokdzte, Ze plati (") del (2;:) (2:)

Veta 3 (Legendre’s formula). Nech n € N, potom

vl =3 HJ _ o)

j=1 P p—1

pricom sp(n) je ciferny sicet ¢isla n v stustave so zdkladom p.

1/1



P-valuacie

Veta 4 (Kummer’s theorem). Pre kazdé prvocislo p je v,y(("')) rovné poctu prechodov
pri s¢itani n a m —n v sustave so zdkladom p.

Veta 5 (Lifting the exponent lemma). Nech a,b,n € N a nech p je prvocislo, také, Ze
pla—"b, ale pta,b, potom:

o Ak p > 2, potom
vp(a”™ —b") = vp(a —b) + vp(n).

o Akp=2 an je pdrne, potom

va(a™ —b") = va(a® — b?) + 1o <Z> .

e Akp=2 an je nepdrne, potom
va(a™ —b") = 1a(a —b).

Rozmyslite si, Ze pre neparne n a a, b, p s predpokladmi ako vyssie mame v, (a"+b") =
vp(a +b) + vp(n).
Cvicenie 7. N&jdite najmensie n > 1 také, ze 149" — 2" je delitelné 33 - 5° - 77.
Cvicenie 8. Najdite vSetky trojice (a,b,p), kde p je prvocislo a plati:

af? + v =p!
Uloha 1 (CKMO 2024/1). Nech a, b, ¢ st prirodzené &isla také, ze jedna z hodnot
ged(a, b)lem(b, ¢), ged(b, ¢)lem(e,a), ged(c,a)lem(a,b)

sa rovnd sucinu zvysnych dvoch. Dokazte, ze niektoré z ¢isel a, b, ¢ je ndsobkom iného z
nich. Hinty:

Uloha 2 (Poland 1983/4). Majme prirodzené ¢isla a, b, ¢, d také, ze ab = cd. Dokézte,
ze

ged(a, ¢) - ged(a, d) = aged(a, b, ¢, d)
Hinty: [2]
Uloha 3 (BAMO 2018/4). Pre prirodzené Cisla a, b, ¢ plati, ze § + % + £ je prirodzené
¢islo. Dokazte, ze aj vabe je tiez prirodzené &fslo. Hinty:

Uloha 4. Majme prirodzené &isla a, b také, ze plati a | 62, b2 | a3, a® | b,.... Dokézte,
ze plati a = b. Hinty:

Uloha 5. Majme roézne realne ¢isla a, b také, ze
a—ba®—b%a® -0, ...
su vsetko celé ¢isla. Dokazte, ze a, b sa celé ¢isla. Hinty:

Uloha 6 (ISL 2007 N2). Nech b,n > 1 st prirodzené &isla. Predpokladajme, ze pre
kazdé k € N existuje a € N také, ze b — a} je delitelné ¢islom k. Dokazte, ze b = A™
pre nejaké prirodzené ¢islo A. Hinty: [6]

Uloha 7 (APMO 2017/4). Racionélne &islo nazveme mocné, ak sa dé zapisat v tvare

k
% pre nestdelitelné p, g. Nech a, b, ¢ st kladné raciondlne éisla také, Ze abc = 1. Predpo-
kladajme, ze existuju kladné celé cisla x,y, z také, ze a® 4+ bY + c* je celé ¢islo. Dokazte,
Ze a, b, c st mocné ¢isla. Hinty:
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Uloha 8 (USEMO 2020/1). Ktoré prirodzené &isla mozu byt pre nejaké a,b,c € N
zapisané ako
lem(a, b) 4 lem(b, c)

?
lem(a, c)

Hinty:

Uloha 9 (ISL 2023 N3). Pre prirodzené &sla n a k > 2 si definujeme Ej(n) ako najvicsi
exponent r, pre ktory plati k" | n!. Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela n takych, ze
E19(n) > Eg(n) a ze existuje nekoneéne vela n takych, ze E1g(n) < Ey(n). Hinty: [9]

Uloha 10 (Glaisher’s theorem). DokéaZte, Ze potet neparnych ¢isel v lubovolnom riadku
Pascalovho trojuholnika je mocnina 2. Hinty:

Uloha 11. Nech k > 1, dokéazte, Ze existuje nekonecne vela n takych, ze
n 1" +2" - kT

Hinty: [1]]
Uloha 12 (IMO 2019/4). N4jdi vietky n, k € N takie, Ze
n—1

=]l -2)=02"-1@2"-2)2"—4)...2" -2"").
=0

Hinty:

Uloha 13 (BxMO 2024/4). Pre kazdé kladné celé &slo n oznatime rad(n) stéin vietkych
roznych prvoéisel deliacich n. DokéZte, Ze exisutje nekonetne vela a,b > 1 takych, Ze
ged(a,b) =1a

a+b

rad(ab(a + b)) < W

Hinty:

Uloha 14 (Iran 2008/1). N&jdi vietky a € N také, ze pre vietky n € N je 4(a™ + 1)
tretia mocnina. Hinty:

Uloha 15 (Putnam 2017 B3). Nech

kde a; € {0,1}. Dokéazte, ze ak f(%) = %, tak f(%) je iraciondlne. Hinty:

n

Uloha 16. Predpokladajme, ze pre prirodzené n > 2 je 3" — 2" mocnina prvocisla.

Dokazte, ze n je prvocislo. Hinty:
Uloha 17 (USAJMO 2024/3). Majme postupnost ag, as,... taki, Zze a; = 2 a

_ n+l
n+1 = a, —1

pre n > 1. Dokazte, ze pre kazdé neparne prvocislo p a kladné celé ¢islo k existuje n
také, 7e p* | a,,. Hinty:

Uloha 18 (KMS 45/3/9). Majme kladné celé &slo n. Povieme, Ze n je blizko, ak jeho
zapis v dvojkovej ststave sa konci na jeho zapis v desiatkovej stuistave. Néjdite vsetky
¢isla n, ktoré sa blizko a v desiatkovej siistave maji najviac dve cifry 1. Hinty:
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Uloha 19 (IMO 2022/5). Najdite vsetky trojice (a,b,p) prirodzenych ¢isel, kde p je
prvocislo a plati

a? = bl + p.
Hinty:

Uloha 20. Predpokladajme, Ze existuje kladné celé C' a postupnost kladnych celych

Cisel ag, a1, a9, ... takych, ze
ant1 =/a3 — Cay,

pre vSetky n € N. DokéZte, Ze od nejakého momentu je postupnost konstantna. Hinty:
120

Uloha 21 (IMO 2018/5). Nech ay,as, ... je postupnost prirodzenych &isel a nech N je
nejaké dané prirodzené Cislo. Predpokladajte, ze pre vsetky n > N je

a1 a2
a9 as aq
prirodzené cislo. Dokazte, ze existuje M € N také, ze a, = am+1 pre vSetky m > M.

Hinty:

Uloha 22 (ISL 2021 N5). Dokéazte, Ze existuje konecne vela Stvoric prirodzenych ¢isel
(n,a,b,c) takych, ze
nl = an—l +bn—1 —|—Cn_1.

Hinty: 22]

Uloha 23 (ELMO SL 2023 N2). N4jdite najvacsie kladné celé ¢islo n také, ze existuje
postupnost prirodzenych &isel aq, ..., ay, Ze

a3 __

ai? =ay® = =a’m

n—1-
Hinty: 23]

Uloha 24 (ELMO SL 2019 N4). Majme dané kladné celé b a nezaporné celé &sla
ag, ai,. .. také, ze a; < b. Je dané, Ze ag # 0 a postupnost {a;} je od nejakého momentu
periodické s nekonecne vela nenulovymi ¢lenmi. Nech S je mnozina ¢isel n, takych Ze
n | (apay ...ay)p. Predpokladajme, ze S je nekonefnd, dokdzte ze existuje nekonecne
vela prvocisel deliacich aspori jeden ¢len z S. Hinty:

Uloha 25 (China TST 2016/2/4). Pre kladné celé &islo m = 2% - ¢, kde k > 0 a t je
neparne si definujeme f(m) = t'~*. Dokéz, ze pre kazdé prirodzené &slo n a lubovolné
nepérne prirodzené ¢islo a < n plati, ze f(1)- f(2)- f(3)----- f(n) je nasobok a. Hinty:

Uloha 26 (ISL 2024 N3). N4jdite vsetky nekone¢né postupnosti prirodzenych ¢isel
a1, a9, ... takych, ze pre kazdé celé ¢isla m < n aritmeticky a geometricky priemer:

am + @1+ -+ an —L
a A Q 1...Qp)n—m+tl
n_m+1 (mm+ n)

su celé cisla. Hinty:

Uloha 27 (USA TST 2024/5). Predpokladajme, ze a1 < ag < - -+ < agp24 je aritmeticka
postupnost kladnych celych éisel a by < by < --- < bogoy je geometrickd postupnost
kladnych celych ¢isel. Kolko najviac spoloénych ¢lenov mozu mat tieto dve postupnosti?

Hinty:
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Uloha 28 (RMM 2025/2). Uvazujme nekone¢nt postupnost ai,as,... prirodzenych
¢isel taku, ze a; > 1 a (2% — 1)ap41 je Stvorec pre vsetky prirodzené n. Je mozné, aby
sa niektoré dva ¢leny postupnosti rovnali? Hinty:

Uloha 29 (ISL 2019 N5). Nech a je kladné celé &islo. Kladné celé &islo b nazveme a-
dobré ak (") — 1 je delitelné an + 1 pre kazdé kaldné celé &islo n, pre ktoré an > b.
Predpokladajme, Ze b je kaldné celé Cislo také, Ze b je a-dobré, ale b + 2 nie je a-dobré.
Dokéz, ze b+ 1 je prvocislo. Hinty:

Uloha 30 (ISL 2014 N4). Nech n > 1 je celé ¢islo. Dokdz, ze existuje nekonecne vela
kladnych celych ¢isel k takych, Ze ¢len ay je neparny, pricom

nk
ai = hJ ‘
Hinty: [30]

Uloha 31 (ISL 2020 N5). Najdite vSetky funkcie f : N — Ny také, ze:
o f(n) # 0 pre aspon jedno n,
o f(xy) = f(z) + f(y) pre vSetky kladné celé z,y,

o existuje nekonecne vela kladnych celych n takych, ze f(k) = f(n — k) pre vSetky
k <n.

Hinty:

Uloha 32 (EGMO 2024/5). Najdite vietky funkcie f : N — N takie, 7e pre vietky a, b
plati

e a a f(a) maju rovnaky pocet kladnych delitelov,

o akalbabla, tak
ged(f(a), £(b)) > f(ged(a, b))

Hinty: [32]
Uloha 33 (IMO 2025/3). Funkcia f : N — N sa nazjva senza ak
fla) |6+ f(0)!

pre vsetky kladné celé a,b. Najdite najmensie redlne ¢ také, ze f(n) < cn pre vsetky
senza funkcie a vSetky kladné celé n. Hinty:

Uloha 34. N4jdite vSetky dvojice (a,b) nesudelitelnych prirodzenych ¢isel takych, Ze
a > b a existuje kone¢ne vela prirodzenych &isel n, takych ze n? deli a” — b". Hinty:

Uloha 35 (Erdés-Palfy-Szegedy). Nech a,b si prirodzené ¢isla také, ze pre kazdé
prvocislo p je zvysok a po deleni p nanajvys rovny zvysku b po deleni p. Dokazte,
ze a = b. Hinty:
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10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.
25.
26.

27.

Priama kalkuldcia funguje.

Proste to rozpis a uvaz moznosti usporiadania.

Priama kalkulacia funguje.

Zoberme prvoéislo kde v(a) # v,(b) a pozrime sa pre velké k na a* | bF+!
alebo b¥ | aF*1.

Z prvych dvoch ¢isel dokaz, ze a, b st racionalne. Potom sa pozri na p-valuécie
menovatelov.

Sporom, vynut si aby (b — a) malo ohrani¢ent p-valudciu.

Priama kalkulacia funguje.

Uk4z, 7e 2-valuécia zlomku neméze byt nulova, pre zvysné &isla ndjdi konstrukciu.
Pouzi Legendreho vo forme ciferného siactu.

Typicky Kummer.

Vhodne popéaruj ¢leny, LTE sa moze zijst.

Pozri sa na 2 a 3 valuacie a boundni k.

Aby rad(a) a rad(b) boli malé si zaru¢ime Tahko. Na ”zmensenie”rad(a + b)
chceme aby bolo to bolo delitelné vela krat nejakym prvocislom, ¢o tak
pouzit LTE?

Pouzi LTE.
Sporom, ¢o ak je f (%) raciondlne, ako bude potom vyzerat postupnost {a;}?
Sporom n = ab, a,b > 1, spomen si na LTE.

N4jdi nekoneéne vela ¢lenov delitelnych p, rozpripaduj podla parity idexu.
Jeden stac¢i rozklad na stcin, v druhom si treba vytvorit vhodny index a
pouzit LTE.

Rozmysli si, v akom tvare musi byt n, pouZi LTE.
Najprv skiis ohrani¢it b, potom zisti a, na zaver sa pozri na 2-valudcie.
Priama kalkuldcia funguje, treba vSak rozobraf pripady.

Od¢itaj po sebe iduce €leny, chceme aby postupnost v,(a;) bola konstantnd
od nejakého momentu (toto vSak samo o sebe nestaci, uvazme {a;} je i-te
prvocislo).

Najprv ukéz, Ze n je parne. Potom rozdel na pripady podla toho, & st vietko
a+ b,b+ c,c+ a mocniny 2 alebo nie. MoZe sa zist aj Legendre, aj LTE.

Odpoved je 5.
No hint?
Treba to len priamo vypoditat, moze sa zist Legendre.

Druhé podmienka hovori, Ze vp(a;) spliia prvii podmienku. Dokaz, ze exisu-
tuje nekonecne vela rovnakych ¢lenov v {v,(a;)}.

Kvocient geometrickej postupnosti je raciondlny. Pre nejaké p ma geomet-
rickd postupnost rastiice p-valudcie, avSak v aritmetickej postupnosti nemozu
tak rychlo rast.
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28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35.

Uk&z, ze existuje p | 2" — 1, ze p > n a 1,(2" — 1) je nepéarne.

Ukéaz, ze b je a-dobré <= b je parne a zaroven vsetky p < b delia a.
Nepéarne n st lahké, pre parne n zober prvocislo deliace n — 1 a pouzi LTE.
No hint?

Pozri hint 30 na strane 62.

Ak pre nejaké n mame f(n) # n, ukdz, ze f(p) = 1 pre vSetky dostatocne
velké prvocisla. Rozsir toto na vSetky nepérne ¢isla. Mocniny 2 sa mapuji
na mocniny 2, na findlny bound pouzi LTE.

Musi platit @ — b = 1.
No hint?
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